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Fir H, - 0 ergeben sich aus Gl. (64) die beiden
Losungen:

0, Ap 1
W 4)] = —Q:— To T Bng. Wy Hyp+ (Hyp)).

(67 a)
Dies stimmt mit Gl. (50) tiberein und ist die Ge-
schwindigkeit einer longitudinalen, magneto-hydro-
dynamischen StoBwelle, die senkrecht zum Magnet-
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feld verlauft. Im Grenziibergang (4 — 0) kommt
man zum gleichen Resultat wie in GI. (51). AuBer-
dem ergibt sich:

fop ). =0, (67b)

Dieses ist die Geschwindigkeit einer transversalen,
hydrodynamischen StoBwelle, die, wie bekannt, den
Jert Null hat.
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An Hand eines einfachen Beispiels wird die analytische Struktur des Oppenheimer-
schen Niherungsverfahrens untersucht. Dabei stellt sich heraus, dafl man durch dieses
Verfahren (in seiner urspriinglichen Formulierung) die Ununterscheidbarkeit gleicher
Teilchen auch nicht niherungsweise beriicksichtigen kann (analog zum Bornschen Ver-
fahren). Es wird kurz diskutiert, wie man dieses Verfahren abidndern muf3, um diese Un-
unterscheidbarkeit beriicksichtigen zu konnen. Zum Schlufl wird noch in einer graphi-
schen Darstellung der elastische Streuquerschnitt fiir dieses Beispiel in verschiedenen
Naherungen zu Vergleichszwecken aufgezeichnet.

Fﬁr viele Probleme in der Physik, Geophysik
und Astrophysik ist es wichtig, quantitative
Angaben iiber die Streuquerschnitte und Ionisa-
tionswirkungsquerschnitte fiir die Streuung von
Elektronen an Atomen und Molekiilen zu besitzen.
Die gebrauchlichste Methode zur Berechnung dieser
Wirkungsquerschnitte ist die Bornsche Nahe-
rungsmethode. Zur Anwendung dieses Verfahrens
mull man die Wellenfunktion nach den Eigenfunk-
tionen des gebundenen Elektrons entwickeln. Aul3er-
dem muB man die Wechselwirkung der Stofelek-
tronen mit den Streuatomen bzw. Molekiilen als
kleine Stérung ansehen. Das bringt aber mit sich,
dal man den Einfang der StoBelektronen unter
Tonisation von Hiillenelektronen der Atome bzw.
Molekiile (Austauschstreuung) auch nicht néahe-
rungsweise beriicksichtigen kann, da dazu die Wech-
selwirkung der Stofelektronen mit dem Atom- bzw.
Molekiilrumpf nicht mehr als klein betrachtet wer-
den darf!. Weiterhin ist die Bornsche Naherung be-
ziiglich der Behandlung der Stofelektronen und der
gebundenen Elektronen unsymmetrisch. Konse-
quenterweise wird daher bei dieser Methode in der

1 K.Wildermuth, Z. Physik 127, 92 [1949].
2J.R.Oppenheimer, Physic. Rev. 32, 361 [1928].

Wellenfunktion O-ter Néherung auch streng zwi-
schen StoBelektronen und gebundenen Elektronen
unterschieden und man muf} nachtréaglich die er-
haltene Losung symmetrisieren. Um die oben er-
wiahnte Austauschstreuung und die Ununterscheid-
barkeit der Elektronen wenigstens niherungsweise
beriicksichtigen zu kénnen, hat Oppenheimer vor-
geschlagen, die Eigenfunktion 0-ter Naherung sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch in den Elektronen-
koordinaten anzusetzen?: 3. Dieses Naherungsver-
fahren wurde bis jetzt immer nur bis zur ersten
Néherung durchgefithrt, und bei der mathemati-
schen Kompliziertheit der Probleme, auf die es an-
gewandt wurde, war es auch nicht méglich zu sehen,
wie weit es als erster Schritt eines konsequenten
Naherungsverfahrens angesehen werden kann, wie
z. B. das Bornsche Néherungsverfahren, das eine
Entwicklung der Streuwellenfunktion nach dem
Kopplungsparameter darstellt. Es ist daher von
Interesse, an Hand eines einfachen Beispiels, das
sich mathematisch verhéltnismiBig leicht durch-
schauen 1aBt, diese Methode genauer zu unter-
suchen, um z. B. Aussagen iiber ihren Giiltigkeits-

3 D. R. Bates et al., Philos. Trans. Roy. Soc. [Lon-
don], Ser. A 243, 93 [1950].
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BORN-OPPENHEIMERSCHE NAHERUNG ZUR BEHANDLUNG VON STOSSPROBLEMEN

bereich zu gewinnen. Aullerdem kann man an
diesem Beispiel auch erkennen, wie man die Born-
sche und Oppenheimersche Naherungsmethode mit-
einander verbinden muf}, um méglichst gute Resul-
tate fiir die verschiedenen Streuquerschnitte zu er-
halten.

I. Erlauterung und Untersuchung
des Beispiels

Als Beispiel fiir unsere Betrachtungen wihlen
wir folgendes eindimensionale Zweikorperproblem :

a) Die Wechselwirkungen der beiden Teilchen mit
dem Ursprung werden durch §-funktionsartige
Potentiale beschrieben.

b) Die Wechselwirkung zwischen den beiden Teil-
chen wird ebenfalls durch ein §-funktionsartiges
Potential dargestellt.

c¢) Vor dem Stof} besitzt das Teilchen 1 den Im-
puls K, und das Teilchen 2 ist an den Ursprung
gebunden.

Setzt man alle hier unwesentlichen Konstanten
gleich 1, so wird dieses Modell durch folgende
Schrodinger-Gleichung beschrieben:

0® 0

TAb@— o) |y @) =By @z ()

Vergleichen wir (1) mit der Schrodinger-Gleichung
fiir die Streuung von einem Elektron am Wasser-
stoffatom, so entspricht 46 (x; —x,) der Wechsel-
wirkung der beiden Elektronen untereinander, wéh-
rend —2B¢ (x,) und —2BJ (x,) der Wechselwir-
kung der Elektronen mit dem Proton entsprechen.
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Zur Lésung und mathematischen Untersuchung
(1) ist es zweckméBig, in den Impulsraum iiberzu-
gehen!. Z. B. lassen sich aus den Wellenfunktionen
im Impulsraum viel besser die verschiedenen Wir-
kungsquerschnitte berechnen als aus den Wellen-
funktionen im Ortsraum.

Setzt man

+ oo
1 .
p (@) =50 | 1k ¢ Enbn dbdl, (2

in (1) ein4, so erhilt man fiir die Fourier-Transfor-
mierte f (k,k,) folgende Integralgleichung?:

(k% + k2 — E) f (ki ky)
1 B2
- BTJf(klkz)dkl _ij(klk2)dk2
+%jf(k1—k,k2+k)dk=o,Blng. 3)

Da es uns im Hinblick auf die Bornsche und Oppen-
heimersche Néherungsmethode darauf ankommt,
Losungen von (3) in Abhéingigkeit von der Wechsel-
wirkung der Teilchen mit dem Ursprung zu unter-
suchen, konnen wir die gegenseitige Wechselwirkung
der beiden Teilchen immer als klein ansehen, ohne
dabei etwas prinzipiell Wichtiges zu vernachlis-
sigen. Bei den weiteren Betrachtungen wird daher
die gegenseitige Kopplung der beiden Teilchen
immer nur in erster Naherung beriicksichtigt.

Es soll nun zunéchst in erster Naherung beziiglich
der Kopplungskonstanten 4 die Loésung von (1)
hergeleitet werden, mit der nachher die Bornsche
und die Oppenheimersche Néiherung (beziiglich der
Kopplungskonstanten B) verglichen wird. Dazu
wird folgender Ansatz fiir die Wellenfunktion ge-
macht:

fkyky) = fo (kyky) + fy (Kyky) (4a)
K, B 1 | N I
K,—iB n k12—K02—ia]Ic22+B2’N_l/7B2' (4D)

mit$ f, (k,k,) = {6 (ky — Ko) +

a—0

fo (kik,) stellt eine Losung der Gl. (3) fiir 4 = 0 dar, die beschreibt, dal von links her ein Teilchen 1
mit dem Impuls K einfdllt und am Ursprung gestreut wird und ein Teilchen 2 mit der Energie — B?
am Ursprung gebunden ist!. Die Bindung des Teilchens 2 mit dem Ursprung wird durch die auf 1 nor-
mierte Eigenfunktion N/(k,% + B?) beschrieben. AuBler diesem Bindungszustand existiert kein weiterer
Bindungszustand fiir die Teilchen 2 mit dem Ursprung. Die Wellenfunktion fiir den entsprechenden Bin-
dungszustand des Teilchens 1 am Ursprung lautet N/(k,2 + B?).

4 Der Faktor 1/27z ist notwendig, damit die Wellen-
funktion im Ortsraum richtig normiert ist, wenn sie
im Impulsraum richtig normiert ist.

5 Die Unterscheidung zwischen B, und B, in (3) ist
fur die spateren Hinweise auf Gl. (3) zweckméBig.
8 FuBnote s. nachste Seite.
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Zur Losung von (3) entwickeln wir f, (k,k,) nach den Eigenfunktionen des verkiirzten Hamilton-Ope-
rators (3), in dem 4 = 0 und B, = 0 gesetzt ist. Wir setzen also analog zur Bornschen Niherung an:

fy (kyky) = [ (Ky | ky) g (K ky) dK; + (15| ky) g (k) (5a)
mit den Eigenfunktionen ®
B |K,|] B 1 N
(Kl l kl) -—ai()(kl - Kl) = lKl |—1:B 7 klz—Klg—ia ’ (IB ] kl l L | B2 (5b)
_ Die Eigenfunktionen (5b) und (5¢) sind dabei folgendermaflen normiert:
I(Kl [ ky) (K | ky) * Ak, = 0 (K, — K'), I(IB [ky) (Ap [ ky) *dbky =1. (6)

Setzt man (5a) in (3) ein und multipliziert mit (K, | k;)* bzw. (1 | k;)* durch und integriert iiber &,
so erhilt man folgende Integralgleichungen fiir ¢ (K,k,) und g (k,), wenn man die gegenseitige Wechsel-
wirkung der beiden Teilchen, wie vorhin erwidhnt, nur in erster Naherung beriicksichtigt:

B
(K +bf = B) g (Kb — 2 | g

(K k) by — | V- (B, Ry d,

(7a)

(ot =B = B)gb) — 2 [ g dby= — [V kp*aky, [E= K2~ Bt ia). ab)

Hierbei ist

N-Kgr

A A
V() == | folky b, by — By k=2

7 (K,—iB) (r +iB —K,) [r* — (K, + iB)?] ’ r=ky + k,.

(7¢)

Zunichst betrachten wir Gl. (7b). Wie man aus ihrer Herleitung sieht, beschreibt die Wellenfunktion
g (k,) den Einfang des StoBteilchens 1 unter Ionisation des gebundenen Teilchens 2 (Austauschstreuung).

Um GL. (7b) zu lésen, setzt man

[g9(ky)dk, =C

5 ; _IB | G T
und erhilt damit g (ky) = % C— V- -(p]|k)* dkl[ g p—p (9a)
. A K, B 3k, + K, + 2iB
. jV.(IB[kl)*de:"?Ko—iB (e T 2B —Kg) @ — K, 2B~ OP)
Zur Bestimmung von C wird (9) in (8) eingesetzt und man erhélt daraus C = — 14 K /4 (K, — 1 B)%. (10)

Fiir den asymptotischen Anteil von ¢ (k,) (k, > + K), der allein fiir die Bestimmung des Austausch-

streuquerschnitts mallgebend ist, ergibt sich damit:

AK,? 1

T 2a (K2 + B?)(K,—iB) k2 — K2 —ina’ ky— + K, (11)
tAK,*B 1 5 e

T 27 (K,*+ B?) (K,—iB) k2 —K,—ia’ g~ T Ly

g (kz) Austausch = '

Die Wellenfunktion g (K, k,) in Gl. (7a) beschreibt
fir K24 k,2—~ E (E > 0) die Ionisationsstreuung
der beiden Teilchen (beide Teilchen sind nach dem
Stof nicht mehr an den Ursprung gebunden). Fiir
K,»+K,(E=K,2>—B?*=0) wird durch ¢ (K,k,)
die rein elastische Streuung des Teilchens 1 am ge-

8 Der Imaginirteil —ia bewirkt, dal die Streuwelle
der Teilchen 1 (bzw. 2) asymptotisch durch eine aus-
laufende Welle dargestellt wird, wie es allein physika-

bundenen Teilchen 2 und am Ursprung beschrieben.
Fiir die naherungsweise Darstellung der Ionisations-
streuung reicht die Bornsche Entwicklung aus!.
Daher soll die Tonisationsstreuung nicht weiter be-
trachtet werden, da es uns hier nach dem am An-
fang Gesagten darauf ankommt, die Austausch-

lisch sinnvoll ist1:7. Man kann dies leicht durch Um-
schreibung von (5b) in den Ortsraum erkennen.
”W. Heisenberg, Z. Physik 120, 519 [1943].
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streuung zu untersuchen, bei der die Wechselwir-
kung der StoBteilchen mit dem Ursprung nicht
mehr als klein betrachtet werden darf. Dagegen
mul die Wellenfunktion fiir die elastische Streuung
der Teilchen 1 berechnet werden, da in die Be-

287

stimmung des Gesamtstreuquerschnitts Interferenz-
glieder zwischen elastischer Streuung und Aus-
tauschstreuung eingehen, sobald man Probleme be-
trachtet, bei denen in Analogie zu den Mehrelektro-
nenproblemen die Teilchen ununterscheidbar sind.

Aus GI. (7a) erhilt man ganz analog zu den Verfahren zur Bestimmung von g (k,)

[ B

B VE—K,?

V- (K, |k )*dk

g (K ky) =

n JE—K.?—iB K+ ko* —

Geht man mittels der Transformation f,’ (k, k,)

dk, —JV (K, | k) dKl} (12a)

Ktk —E

= [g(K,k,) (K, |k,) dk; in den Impulsraum iiber und

spaltet fir k£, > + K, die Eigenfunktion N/(k,2 + B?) fiir die Bindung des Teilchens 2 am Ursprung ab,
so erhélt man fiir den asymptotischen Anteil der elastischen Streuwelle:

g (kl)Str. =

—AK? 1
57 (K, —iB) (K7 § BY) *f—Kg—ia’ i~ T Ko (12b)
iAK B 1 " .
27 (K, —iB) (Ko + B?) KP—K,—ia® 17— Ho-

Zur Herleitung von (12b) sei noch bemerkt, daB fiir den asymptotischen Anteil der elastischen Streu-
welle nur das erste Glied in (12a) malgebend ist, denn allein dieses Glied besitzt wegen des Faktors
VE — K2/ (]/E — K,2 — iB) lineare Singularititen fir K - + K.

Betrachtet man in (7a) die Konstante B als kleine Groe und versucht (7a) durch successive Approxi-
mation nach Potenzen von B zu l6sen, so erhédlt man fir g (K,k,) statt (12a)

g (K k,)

Statt des Faktors VE—% Kp2/ (]/EiiK?z — 1B)
tritt jetzt also eine Potenzreihenentwicklung nach
Potenzen von B auf, die fiir | K, | = K, divergiert.
Durch dieses Néherungsverfahren kénnen wir daher
nicht die elastische Streuung des Teilchens 1 am
Ursprung und am gebundenen Teilchen 2 beschrei-
ben. Im Hinblick auf die nachfolgenden Unter-
suchungen iiber das Oppenheimersche Naherungs-
verfahren ist diese Bemerkung von Wichtigkeit.
Der Grund fiir dieses Versagen besteht darin, dal3
die Streuwellenfunktion nach den Eigenfunktionen
des Teilchens 1 in Wechselwirkung mit dem Ur-

1 K, B

=i VFT%? "'+(VJ£K3)

| ky)* dk
[ R

1

~JV°(K1Ik1)*dk1}m (12¢)

sprung entwickelt wurde, anstatt nach den ent-
sprechenden Eigenfunktionen des Teilchens 2. Diese
zweite Entwicklung liefert uns das obige Ergebnis
iber die elastische Streuwelle [Gl. (12b)] ohne
Rechnung, da man dazu in (7b) und wegen des in
k, und k, symmetrischen V (%, k,) damit auch in (11)
nur den Index 1 mit dem Index 2 zu vertauschen
braucht.

Betrachtet man analog zur Elektronenstreuung
an Wasserstoffatomen die beiden Teilchen als gleich,
so muB man von folgenden Eigenfunktionen 0-ter
Naherung (beziiglich 4) ausgehen:

1 N

o (ks ko) :T{a(k — K+ x,—E

1
i'VT{é(kz

Ko) + K,—iB n kj?

—Kj—ia | K + B

K, B 1 | N
— K2 —da | 2+ B

(13)
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Das +--Zeichen gehort dabei zur symmetrischen und das —-Zeichen zur antisymmetrischen Eigenfunk-
tion. Der Faktor 1 /lFZ bewirkt, daf3 die Anzahl der einlaufenden Teilchen die gleiche ist wie beim un-
symmetrischen Beispiel. Da die Wellenfunktionen zu unserem Problem durch lineare Integralgleichungen
beschrieben werden, kénnen durch Uberlagerung von Lésungen neue Losungen dieser Integralgleichun-
gen gewonnen werden. Wendet man diese Methode zur Gewinnung der symmetrischen Losung an, so

erhilt man fiir die elastische und Austausch-Streuwelle zusammen in erster Ndherung beziiglich 4:

1 K, B 1 N
fel=—5 {(KO—iB 7 kK, +29(k1)) % | B
K B 1 N
+ (KO_"iB P o —[—2g(k2)) m} ky bzw. ky— + K. (14)

Hierbei ist g (k,) = gsir. (k1) = Jaust. (£1). Das Ent- mit
sprechende gilt fir g (k,). 2 b &

Bei der Herleitung der antisymmetrischen Streu- fo (kykeg) = fo* (By o) + fo” (R o) = Ve (16E)
welle stellte sich heraus, daf hier durch die gegen- ] _K,) N 46k, —K,) N
seitige Wechselwirkung der beiden Teilchen keine l O K+ B? 2 Y &2+ B "

Streuwelle verursacht wird. Das ist verstandlich,
da in einem antisymmetrischen Zustand sich die
beiden Teilchen nie am selben Ort befinden kénnen
und sie daher wegen ihrer d-funktionsartigen Wech-
selwirkung nicht miteinander wechselwirken kon-
nen. Wie man sich leicht iiberlegen kann, gilt dies
auch fir die strenge antisymmetrische Losung.

II. Oppenheimersche Nadherung

Als Ausgangsgleichung nehmen wir wieder Gl. (3)
Wie am Anfang erwihnt wurde, besteht der Unter-
schied zwischen der Bornschen und Oppenheimer-
schen Naherung im wesentlichen darin, daf im
Gegensatz zur Bornschen Néherung bei der Oppen-
heimerschen Néaherung fiir die Wellenfunktion 0-ter
Niaherung ein in den Teilchenkoordinaten symme-
trischer (bzw. antisymmetrischer) Ansatz gewéahlt
wird 3. Fiir die Wellenfunktion wird daher jetzt fol-
gender Ansatz gemacht:

f(kyky) = ?0 (ki ky) + fl (ky k) (16a)

(K2 + ky?

e Jfo (ky ko) dkey (K, | Fy)*

—;;jmwh-h@+m

(k2 — B* — E ___j
+= jfobkk dk, (1p | ky)* by —5—

- J (fo" (k,

— ke, kg B) + 10 (R

Wie man aus (16 b) sieht, ist in der Wellenfunktion
0-ter Naherung f, (k,k,) die Streuung der freien
Teilchen am Ursprung noch nicht beriicksichtigt.
Das 148t sich im allgemeinen Fall auch nicht durch-
fithren. Denn beriicksichtigt man z. B. bei der
Streuung von Elektronen an Wasserstoffatomen die
endliche Masse des Wasserstoffkerns, so findet iiber
diesen Kern bereits eine Kraftiibertragung zwischen
dem Stofelektron und dem gebundenen Elektron
statt, wenn man in 0-ter Naherung auch die Wech-
selwirkung zwischen diesen Elektronen vernach-
lassigt. Das heilt, man hat dann bereits in O-ter
Naherung ein Dreikérperproblem vor sich, das sich
nicht streng l6sen laft.

{1 (k.k,) wird bei dieser Niaherungsmethode ana-
log zu vorhin ebenfalls nach den Eigenfunktionen
des verkiirzten Hamilton-Operators (3) (4 =0,

= 0) entwickelt. Fiir die Entwicklungskoeffi-
zienten g (K,k,) und g (k,) ergibt sich analog zu den
Gleichungen (7) jetzt folgendes noch strenge Glei-
chungssystem:

— E) g (K, ky) —EJ_Kk)dk :Ejf(;‘ k’ko)(lk’(K | k,)* dk,

— by ky k) dky (K, |ky)* dky

3= |

+ o (ky — k, by + k) Ak (K, | ky)* dky, (17 a)

) dk, :—Jf(, (ky ky) Ak, (1 | k))* dE,
j By — K, ky - &) dR (1, ky)* dE, (17b)
*hh+mdﬂumﬁMﬁE:&E:Kf—m+m-
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Die Unterscheidung zwischen B und B geschieht
wieder nur darum, um die spiteren Hinweise auf
die Gl. (17) zu erleichtern. ‘

Der wesentliche Unterschied der Gl. (17) gegen-
iiber den Gln. (7) besteht darin, daB in (17) noch die
Zusatzglieder

B
= j {j foa (kl/ k-z) dk]’
=+ J fob (kyky') dkz'} (K, |k)* Ak,

A j H fo (ko ky) Ay

+ j- fo (ki k') dk2’} (1p|k,)* dEk,

und

auftauchen. Das kommt daher, daBl in O-ter Nahe-
rung noch nicht die Streuung der Teilchen am Ur-
sprung beriicksichtigt wurde.

Um die Oppenheimersche Niherungsmethode
besser durchschauen zu konnen, lésen wir (17) in
2 Schritten. Zuerst wird in (17) f,* = 0 und nachher

o = 0 gesetzt. Wegen der Linearitit des Glei-
chungssystems (17) erhalten wir dann durch Uber-
lagerung der beiden Teillosungen die Losung fiir
unser Problem. Weiter versuchen wir die Gl. (17)
beziiglich der Konstanten B in beliebig hoher Néhe-
rung zu losen, da nach vorhin hauptsichlich der
Einflufl der Wechselwirkung der beiden Teilchen mit
dem Ursprung auf die Losung interessiert. Die
gegenseitige Wechselwirkung der beiden Teilchen
wird dagegen wie vorhin wieder nur in erster Nahe-
rung beriicksichtigt. Auch jetzt wird wieder nur die
Austauschstreuung und die elastische Streuung der
beiden Teilchen betrachtet.
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N
2—Ko)m'

1
fot =0, fo" =45

Diese beiden Beziehungen bedeuten, dal vor dem
Stof das Teilchen 2 den Impuls K, besitzt und das
Teilchen 1 an den Ursprung gebunden ist. Die
Glieder

o (k

A -
—Ej‘fl (ky— k, ky + k) dk - (K, | k,)* dk, und

A -
o [ Bl — kb B a0 1R ak

diirfen wir jetzt nicht als Glieder 2. Niherung = 0
setzen. In ihnen ist jetzt ein Anteil enthalten, der
die elastische Streuung der Teilchen 2 am Ursprung
(keine Wechselwirkung mit den am Ursprung gebun-
denen Teilchen 1) beschreibt. Wie vorhin bereits er-
lautert wurde, kann dieser Anteil meist nicht exakt
berechnet werden, sondern er muf3 im allgemeinen
Fall ebenfalls durch ein Stérungsverfahren berech-
net werden. Fiir diesen Anteil ergibt sich aus (17)
durch successive Approximation folgende Potenz-
reihenentwicklung nach B:

f o (kiky) =g (k) (1p|ky) (18)

A=0 A=0

1 B 1 iB iB\2 1

ST S Ay B =
a—>0

Hierbei stellt 1 4+ ¢ B/K, + (¢ B/K,)?. . . die Potenz-
reihenentwicklung von K /(K, — ¢ B) nach Potenzen
von B dar. Setzt man die Entwicklung (18) in (17 b)
ein, so erhidlt man ebenfalls durch successive Ap-
proximation folgende Potenzreihenentwicklung fiir
g’ (k,), das die elastische Streuung der Teilchen 2
am Ursprung und an den gebundenen Teilchen 1
beschreibt:

. L= B iB Bi - iB — (Ko + 24B)
fir k, > 4+ K- gaS(k2)_V§n {l+(1+Ko )K—D+1A[1+KO ] [m
B2 iB 1 1 K,+ 2iB] A 1
+K_0(1 +K_0 " ) 2K, (K,+iB) 4K, (K,+ iB) | -EF} kb — Ko —ia’ (19)

fir By —Ko2 Toa ) = 35

B2 iB 1

{1+(1+%...)§—i+m[1+

iB
, -

— (K2 + 2B + iBK,)
4K, (K,® + B?)

11

1 K,+ 2iB] AB

J

Wie man aus der Herleitung von (19) und durch
Vergleich mit den Gln. (4b) und (12b) erkennt, ist
diese Streuung als eine Potenzreihenentwicklung
(Bornsche Naherung) nach derjenigen Konstanten

+K—0(1 —-{—E—

2K, (K, + iB)

4K, (K,+iB) |

} 1

k? — K2 —ia
B gegeben, die fiir die Wechselwirkung der Teilchen
2 mit dem Ursprung maBgebend ist.
Weiter erkennt man aus (19), daB diese Entwick-
lung fiir | K, | < B divergiert. Daher kann man die

2 (K, + B?)
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elastische Streuung der Teilchen 2 fiir StoBenergien
kleiner als die Bindungsenergie der Teilchen am
Ursprung durch diese Potenzreihenentwicklung
nicht mehr beschreiben. Das gilt allerdings nur fiir
eindimensionale Beispiele. Im eindimensionalen
Fall ist das Verhéltnis der Intensitiat der Streuwelle
zur Intensitdt der einfallenden Welle viel grofer als
im dreidimensionalen Fall (bei gleich starker Kopp-
lung; als MaB fiir die Stérke der Kopplung sei die
Bindungsenergie der Teilchen am Ursprung ge-
wahlt), da die Teilchen im eindimensionalen Fall
einander nicht ausweichen konnen. In dreidimen-
sionalen Beispielen konvergiert die Bornsche Nihe-
rung auch noch fiir kleinere StoBenergien. Aller-
dings wird auch bei dreidimensionalen Problemen
fiir kleine StoBenergien (g3 < Eginq.) die Bornsche
Entwicklung divergieren.

Es sollen nun noch ein paar Worte zur Austausch-
streuung der Teilchen 2 mit den Teilchen 1 gesagt
werden. Diese Streuung wird im wesentlichen durch
die Gl. (17a) beschrieben. Aber es zeigt sich ganz
analog zu vorhin [s. Gl. (12¢)], daBl diesmal die Po-
tenzreihenentwicklung fiir die Austauschstreuung
divergiert. Um eine konvergente Potenzreihenent-
wicklung (wenigstens fiir einen bestimmten Bereich
der StoBenergie) zu erhalten, miiite man nach den
entsprechenden Eigenfunktionen der Teilchen 2 ent-
wickeln. Wir kénnen daher im Rahmen des iiblichen
Oppenheimerschen Naherungsverfahrens die Aus-
tauschstreuung der StoBteilchen 2 mit den gebun-
denen Teilchen 1 nicht beschreiben.

N
Ko gy 100 =0-

B ] 2 B?

K,—iB

K. WILDERMUTH

Diesmal besitzt das Teilchen 1 den Impuls K, vor
dem Stol3, und das Teilchen 2 ist an den Ursprung
gebunden. Als erstes wird jetzt die Austausch-
streuung betrachtet. Dafiir ist wieder GI. (17 b) maB-
gebend, da bei der Austauschstreuung nach dem
StoB das Teilchen 1 an den Ursprung gebunden ist.
Die Glieder

|7,

3= |

diirfen ana.log zu vorhin auch jetzt nicht als Glieder
2. Ordnung vernachlissigt werden, da diesmal in
ihnen ein Anteil enthalten ist, der die elastische
Streuung der Teilchen 1 am Ursprung (keine Wech-
selwirkung mit den Teilchen 2) beschreibt. Fiir seine
naherungsweise Berechnung ist die Entwicklung
nach den Eigenfunktionen des Teilchens 1 in Wech-
selwirkung mit dem Ursprung nach vorhin [s. z. B.
Gl (12¢)] nicht geeignet, sondern man muf} ihn
nach den entsprechenden Eigenfunktionen des Teil-
chens 2 entwickeln, um die Streuung des Teilchens 1
am Ursprung als Stérung auffassen zu kénnen. Das
hei3t, man muf} diesen Anteil mit Hilfe der Born-
schen Néherung berechnen. Analog zu Gl. (18) er-
gibt sich fiir diesen Anteil:

—ky ky+ k) dk - (K, |ky)* dE,

2¢

— ke ky+ k) dk (15 | ky)* d,

?1” (k k ) == lB[kz)
B f B
BREEE i +x, } o —Kg—ia - (20)

Geht man mit (20) in (17b) ein, so erhdlt man fiir
die Austauschstreuung der StoBteilchen 1 mit den
gebundenen Teilchen 2 analog zu GI. (19):

fiir ky—> + Ky: gas (k) =

-

V2n | K2+ B?

_ i (K, + 2iB)
+’A[1+K_o" ][4K0(K TiB) T K,

(K, + 2iB)

s Buly | &t
T 4K,(K,+iB)| 2=

2 B?

K,

1
ko2 — K2 —ia ’

(% 2R

B (B 1
T &, ) 2K, (K, + iB)

(21)

- = B
fir ky— — K@ gas (ky) = V2n {Koz T B®

(K, + 2B*+iBK,)  B?

1+

+17A[1+—;{Ii...][_

1K, (K + B?)
AB

LB\ 1
%\ TR, |2K, (K, + iB)

K, + 2iB
4K, (K, +4B) |

1
2 (K2 + B?) | k2 —K,2—ia °
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Wie man durch Vergleich mit Gl. (11) sieht, ist
in (21) jetzt die Austauschstreuung der Stofteilchen
1 mit den gebundenen Teilchen 2 als eine Potenz-
reihenentwicklung nach der Konstanten B gegeben.
Weiter erkennt man aus (21), daB auch diese Ent-
wicklung fiir | K, | < B divergiert. Es gilt daher fiir
diese Austauschstreuung beziiglich der Konvergenz
des Verfahrens dasselbe, was vorhin iiber die elasti-
sche Streuung der Teilchen 2 gesagt wurde (auch
im Hinblick auf die Ubertragung auf dreidimensio-
nale Probleme). Wie man weiter sieht, enthalt (21)
ein Glied ohne die Kopplungskonstante 4 als Fak-
tor. Ist dieses Glied von 0 verschieden, so bedeutet
das, daBl auch ohne Wechselwirkung zwischen den
Teilchen 1 und 2 bereits eine Austauschstreuung
stattfindet. Das ist natiirlich physikalisch unsinnig.
Beriicksichtigt man in diesem Glied die Potenzreihe
(14+2B|K,...) streng, so sieht man, dal es gleich
0 wird, wie es physikalisch auch sein muf. Beriick-
sichtigt man diese Potenzreihe dagegen nur néhe-
rungsweise (z. B. nur in der 1. Naherung), wie es
innerhalb der Oppenheimerschen Niaherungsme-
thode getan wird, so verschwindet dieses nicht.
Beim Ubergang zu dreidimensionalen Beispielen
andert sich daran nichts Wesentliches, da dieses
Glied dadurch hervorgerufen wird, dafl die Wellen-
funktion f,* keine Eigenfunktion des verkiirzten
Hamilton-Operators (3) ist. Es ist im wesentlichen
dafiir verantwortlich, dal die Oppenheimersche
Néherung fiir kleine Energien viel zu groBe Wir-
kungsquerschnitte liefert3. Wir kommen darauf an-
schlieBend noch einmal zu sprechen.

Betrachtet man nun die elastische Streuung der
Teilchen 1 am Ursprung und an den Teilchen 2, so
ist fiir die Beschreibung dieser Streuung jetzt Gl.
(17a) maBgebend. Aus den bereits frither erlauter-
ten Griinden (s. S. 285 ff.) divergiert die aus ihr zu
gewinnende Potenzreihenentwicklung nach dem
Kopplungsparameter B fiir die elastische Streuung.

Aus all diesen Betrachtungen ist ersichtlich, da3
die Oppenheimersche Néherungsmethode die Un-
unterscheidbarkeit gleicher Teilchen nicht richtig
beriicksichtigen kann (s. z. B. 3), da sie fiir das eine
Teilchen (Teilchen 2) nur die elastische Streuung
niherungsweise wiedergibt und fiir das andere Teil-
chen (Teilchen 1) nur die Austauschstreuung néhe-
rungsweise liefert. Um die Symmetrie der Teilchen
zu beriicksichtigen, mul man daher zur Wellen-
funktion die in den Koordinaten 1 und 2 vertauschte
Wellenfunktion hinzuaddieren.

Um den EinfluB des vorhin erwiahnten Gliedes,

das nur dadurch auftritt, daBl das Naherungsver-
fahren bei einer bestimmten Néherung abgebrochen
wird, abschitzen zu kénnen, berechnen wir aus der
symmetrisierten Losung von (17b) den zugehérigen
Wirkungsquerschnitt @y fiir elastische Streuung +
Austauschstreuung in erster Naherung beziiglich
der Konstanten 4 und B und vergleichen ihn mit
dem Wirkungsquerschnitt, in dem A4 in erster Néhe-
rung, dagegen die Kopplungskonstante B in beliebig
hoher Niherung beriicksichtigt ist. In dem beige-
fiigten Diagramm ist das Verhéltnis von @;:@ fiir
verschiedene StoBenergien K ,? aufgezeichnet (Kurve
I). Die Kurve II stellt das Verhiltnis @;:@ dar,
wobei @ aus @ hervorgeht, wenn zur Berechnung
von @ das Glied
o)

in (21), dessen Auftreten nach oben allein durch das
Naherungsverfahren bedingt ist und das bei Auf-
summierung iiber alle Naherungen verschwindet,
weggelassen wird.

P
=TI\

~

K,—iB
——

2 B?
K, + B?

[~

\"\\
el

7 <
! I I I L I

o0 1 2 3 4 § 7 8§ 9 w,n 12
Abb. 1.

Fiir diese Wirkungsquerschnitte erhélt man fol-
gende Beziehungen:

2B AK?
¢ :WiB‘W}’
2B K, + 3B?
U =% Wy B (22)
AB®e 438y — 4 ®e 428},
2B K, + 2B?
o= {5~ 4 Frr |

Fiir hohe Energien K 2 streben simtliche Wirkungs-
querschnitte nach demselben Grenzwert

QGrenz. — ;_-DB;‘ {B — A } @ (23)
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Wie man aus den beiden Diagrammen abliest, wird
der Wirkungsquerschnitt @; gegeniiber @ fiir kleine
Energien viel zu groB3, wihrend @; auch fiir kleine
Energien noch relativ gut mit ¢ iibereinstimmt.

Will man mittels der Gl. (17) noch die héheren
Néaherungen derWellenfunktion beziiglich der Kopp-
lungskonstanten 4 berechnen, so éndert sich an
den eben dargestellten Uberlegungen zur Oppen-
heimerschen Naherung nichts Prinzipielles. Es wer-
den nur die Rechnungen sehr kompliziert. Daher
soll auf die Berechnung dieser hoheren Naherungen
hier verzichtet werden.

ITT. Zusammenfassung

Die Untersuchung der Born-Oppenheimerschen
Néaherungsmethode an Hand des obigen einfachen
Beispiels hat folgendes ergeben:

1. Da diese Néherungsmethode ununterscheid-
bare Teilchen nicht in gleicher Weise beriicksichtigt
(s. S. 288 ff.), sind die mit ihrer Hilfe gewonnenen
Streuwellenfunktionen auch nicht symmetrisch
(bzw. antisymmetrisch) in den Teilchenkoordinaten
gleicher Teilchen, obwohl die Wellenfunktion O-ter
Niéherung in diesen Koordinaten symmetrisch (bzw.
antisymmetrisch) angesetzt wurde. So wird in dem
obigen Beispiel fiir das eine Teilchen nur die elasti-
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sche Streuung und fiir das andere Teilchen nur die
Austauschstreuung niherungsweise beschrieben. Es
mull daher die Streuwellenfunktion nachtriglich
symmetrisch (bzw. antisymmetrisch) erginzt wer-
den.

2. Fiir die Untersuchung dieses Naherungsver-
fahrens war es praktisch, die verschiedenen Wechsel-
wirkungen der Teilchen einzeln fiir sich zu betrach-
ten. Dadurch war es moglich, das Auftauchen von
Gliedern zu erkennen, die nur auftreten, weil das
Niherungsverfahren bei einer bestimmten Nihe-
rung abgebrochen wird und die daher physikalisch
nicht sinnvoll sind (s. S. 291 ff.). Um zu vermeiden,
daB die Oppenheimersche Naherung fiir kleine Ener-
gien viel zu groe Wirkungsquerschnitte liefert, muf3
man diese Glieder in der angendherten Wellenfunk-
tion weglassen. Ganz analog dazu mufl man auch
bei dreidimensionalen Beispielen vorgehen, um
solche Glieder von den physikalisch sinnvollen
Gliedern abzutrennen.

3. Wie die Bornsche Naherung divergiert auch die
Oppenheimersche Néherung fiir kleine Energien.
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